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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 10.02.2024
CLASAaX-a
BAREM DE CORECTARE

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem .

Problema 1
Fie functiile f :R — R, care satisfac relatia 3f (\/ﬁ+\3{;+\/§J— f 2(3 Xy) > %
Xy ++/ X+ N .
a)Aratati ca %/W < \/_y \é_ \/y , VX, y >0.1In ce caz avem egalitate?
b) Exista functii injective care satisfac inegalitatea data?
Solutie:
a)Luam a:ﬁ,b:&,c:ﬁ ..................................................................... Ip
nlocuind Tn inegalitatea mediilor ¥/abc < at+b+c rezultd relatia................coooeeieinnn... Ip
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c adica \/@ =x = ﬁ de unde
X = Y =0, X = Y = Ip
b) Pentru x =y =0 avem 3f(0)—f2(0)2% ...................................................... 1p
3Y 3
- f(O)—E SO@f(O):E(l) .................................................................. 1p
. 3
Pentru x =y =1obtinem f(1)= 5(2) .............................................................................. 1p

Din (1)si (2) rezultd ca nu existd functii injective care si verifice inegalitatea din enunt ..1p
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Problema 2

Fie a,b,ce(L»)si x=log,a, y=Ilog,b, z=log, c.

1 1
+ + =2.
Xx+1 y+1 z+1

a)Aratati ca

b) Demonstrati ca a**=? . plyz) BNy —q

G.M Supliment — octombrie 2022

Solutie:
1
a)x+1=Ilog,. a+log,.bc=Ilog,. abc, = =100, . DC ..o, 1
) gbc gbc gbc X+1 |Ogbc abc gabc p
Analog = =log,,. ca __r log,,. ab 1p
y+1_ log, abe abe €8~ log,, abe abe QD e
1 1 1 2
+ + =lo bc+lo ca+lo ab=1Io ADC) =2 e 1
X+1 y +1 7 +1 gabc gabc gabc gabc ( ) p

b) a(><+1)(y—z) . b( y+1)(z—x) . C(z+1)(><—y) _ a.(Ioghc abc)(log, b—logy, ¢) . b(log,:a abc)(log,y, ¢ 0gy,. ) . C(Iogab abc)(logy, a—l 0ge, b)

_ g10920)(100,: 2)(109:: D100y ) _ (100, 20c)(l0gcab)(logr 0100 2) _ (l0g: abo)(logyc)(logmatogb) Ip
_ ( g9 e )(logbc 2)(10gca b-10gs ) (blogb abe )('Ogcab)('ogab c-logy:a) ( log, abc )('ogab Mogeatogat) Ip
=(abc)('°g”°a)('°g“bf'°g“°) (abc)('°g°ab)('°ga”°7'°gb°a) (ab )('°g“°)('°g”°af'°g“b) ............................. Ip
= (abc)° S PRSP UPO PP RRPRRN 1p
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Problema 3

Fie numarul complex z astfel incat z> —2zcosa+1=0,a € R.

+la . na
; 1 cos ™ ~sin -
a) Aritati ca |z|=1. b) Demonstrati ci Z(z" +_kj =2 :
k=t z sin—
Solutie:
a) Solutiile ecuatiei sunt z,, =COSa@+iSIN@ ... Ip
|20 =2y =L Ip
n l n n
b) Avem Z(z"+—kj: (2} +2,)) =2 C0SKat ..o Ip
k=1 z k=1 k=1
Notam S, =) coska.S, = sinka,atunci S, +iS, = > coska +i Y sinke, .................. 1p
k=1 k=1 k=1 k=1
1 . (cosa+isin a)[(cosa+isin a) —1}
=> (cosa+isina) = —
P} cosa +isina—1
_ (cosa +isina)(cosna +isinna —1) 1
= oSG SN L p
Dar cosﬂ+isinﬂ—1:25in£ cos(z+£j+isin(z+£j ...................................... Ip
2 2 2 2 2
sin % cos(n+1)asin na
9 n+1 n+1 Y
S, +iS, = 2 (cos( )a+isin( )aj:>81= 2 2
.o 2 2 ;
sin > sin—

FInalizare.........oooii e e lp
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Problema 4

In planul complex se considera trunghiul ABC cu A(z,),B(z5),C(z ) si punctele M,N,P pe

. . . .. AM 1 AN . 1 .
laturilor (AB),(AC) respectiv (BC), astfel incét VB NG nsi BP ZHPC’ neN". Daca

G(z) este centrul de greutate al triunghiului ABC, H(z, ) este ortocentrul triunghiului MNP

iar 01(201) centrul cercului circumscris triunghiului MNP, aratati ca = 3z +2z, =z,

Solutie:
z +1z
AT B
n n 1
a) z, = = Z,+ Z g e e 2p
1.1 n+l n+1
n
1 n 1
ANAlOg Zy = —— 2, + =7 Zp == Zg L et 1
0o T e T T P

Adunénd membru cu membru cele trei relatii, obtinem

N A A A A Ip
. . Z,+72,+1Z ) L.
Tinem seama ci Z; = ——2—=5 (afixul centrului de greutate) si cd 2z, =2, +Z, +2, —22
> 3 > o
(Telatia TUL SYIVESTET) .ueeeiiiiiieiie ettt ettt et ettt e et e st e et e enteebeesreenrn e 2p



